Capitulo 2

Determinantes

2.1. Definicién

Sea A = (a;;) una matriz de orden (n x n). El determinante de una matriz cuadrada d
“p” denotado por: |A], se define como el mimero calculado de la siguiente suma relativa:

> L -
|A| = Z ( & ) 110272 * ** QnjJn,

Donde la suma recorre todos las permutaciones j;, joy-- - ,jn del conjunto S = {1,2,--- ). El
signo se toma como positivo 0 negativo, segin que la permutacién sea par 0 impar.

e orden

2.2. Orden de un determinante

Es similar al orden de una matriz.
Es decir:

a;y @12 a3
., - ag G2y a3 | — Matriz A de orden (3 x 3)

a3y Q032 0d33

ann G2 413
|As] = | am a2 ag3 | — Determinante de tercer orden.

azy Q32 Qas3

2.3. Desarrollo de determinantes

2.3.1. Regla de Sarrus

Esta regla solo es aplicable para el desarrollo de determinantes de tercer orden.

Ejemplo 2.1 Mediante la regla de Sarrus, calcular el valor de los siguientes determinantes:

-2 8 B 4 -6 7 10 12 7
lAl=| 6 -7 4 {;|Bl=|9 -5 2 |;ICl=|-9 8 4
3 6 -8 -3 8 -4 6 -7 3
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una de las variantes de

A. para lo cudl aplicamos '
s Jectuando OPETACIONeS:

eterminante de lo matriz aplicamne
filas en lo parte inferior ¥ €

Desarrollando el d ’
biendo las dos primeras

Sarrus es decr, esen

4\9/;5
6. 14 :
A = 3;6;48 - (—2)(#7)(-8)+(6)(6)(5)+(3)(9)(4)~(3)(‘7)(5)'("2)(6)(4)
PO IICICICY
& 7 4
|A] = —112+180+108+105+48+432=761

2.3.2. Método de Cofactores o Laplace
2.3.2.1. Cofactor o adjunto de un elemento (a;;)

Es el determinante menor que resulta de abolir la fila '¥’ y la columna '] ' correspondiente 2
ese elemento y afectado por un signo positivo o negativo, segin que la suma de los lugares que
ocupan, cada una de sus filas y cada una de sus columnas en la matriz de orden 'n’, sea un numero
par o impar respectivamente.

Sea la matriz:

Entonces, el cofactor o adjunto de (as;) esta dado por:
Ai; = adj (ai;) = (-1 Myl

Ejemplo 2.2 Si tenemos la matriz

-2 3 9
B = 8 1
-3'1 4

Calcular: a) Bis; b) Bai; ¢) Bsz; d) Ba.
Desarrollando el inciso b)

By = adj (a21=6)=(—1)2+1\?{><§\

By = (-1)°B@4)-10)]=-02-58=-7

i

2.3.2.1. Reglas del desarrollo por Cofactores

1. Se disponen los signos correspondientes a las distintas posiciones, empezando por el s
no positivo en el vértice superior izquierdo, luego alternativamente se disponen los sigt
positivos, negativos, etc.

2. Se elige una fila o columna cualquiera, con preferencia la que tenga mayor nimero de ce
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ipli a elemento
3 Se desarrolla el determinante por los elementos de esa linea, multiplicando cada
por el adjunto correspondiente.

i n obtenidos.
4. Se reitera el procedimiento para cada uno de los determinantes de menor orde
Es decir:

apny 2 M3
\A\Z a1 Q2 Qg3

agy agzz Qags

\ Ley de signos

23]

Desarrollando el determinante por los elementos de la primera fila:

+ S\t
a1 (e50) Q43 pa - _
= a az 23 as 22
Al = 1 e an ey | = +ay 22><223 \ — 02| o Sé = 013\ Q31" \a32
31 Q32 agy 32" N33 31 233
Al = a1, (agags — (32023) — @13 (021033 = G31023) + a13 (A21032 — G310
4] =

(l-llAll - Q12A12 + (112A13

Fjemplo 2.3 Caleular el valor de(los siguientes determinantes por el método de Cofactores:
-2 0 §B -4

: . 0 -4 5 6 8 =2 3 0
B = 0 8 @ 0 5 0 —6 4
A = ’ - . -
| | 6 2 0 5 ) |B| -5 7 0 -« ) \C\ - 0 =9 92 7
-3 0 -2 3 A9 Y%3 @ =70 9 3
Desarrollando el determinante de A, por los elementos de la sequnda columna:
+
-2 - 0 5 -4
| Al = 0 +|-8 3 0
6 — 2 0 -5
-3 4| 0{=2 "3
- - 0
0 —2 :’)L -4 -2 é —4 ) —4
|A| = -5 —SLG 0 _51—2L0 3.0 |+070 3 0
=35—-F 3 W N, S | A A \3 6 0 -5

0
5 —224 \D L e =
Al = —8{~6 *2><34 +0k3/ 3 \+5\ _ixfz\}—z{s\ _§< 34\}
|A] = —8{-6(15—8)+5(4+15)} —2{3(-6 —12)}
4] =

—8{~42 + 95} — 2{-54} = —424 + 108 = =316 |
2.3.3. Método de Gauss-Chio

En éste método los pasos que se siguen para el desarrollo de determinantes, son muy simile
a los de Gauss-Jordan, con algunas excepciones que se pueden observar a continuacion.
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I T
DAV

Ele vV e y (8) 1 h(,a

al determinante.

2. Se divide toda la fila del pivote, entre €se elemento pivote. B
| i i6n del mismo pivote-
3. Se anulan todos los elementos de la columna del pivote, con excepcion

mna del pivote s€

i i la colu
ntran ni en la fila ni en il o del

4. FI resto de los elementos que no se encue |
es decir me
obtienen de la misma forma que los elementos transformados,

rectangulo.

- rollo por
5. El desarrollo del nuevo determinante obtenido se logra, mediante las reglas del desar p

Cofactores.
6. Se elige un nuevo pivote, sin tomar en cuenta la fila ni la columna de los pivotes anteriores;
y se reitera todo el procedimiento estudiado.
Ejemplo 2.4 Hallar el valor de los siguientes determinantes, mediante Gauss-Chio:
-2 0 4 -3 0 G &2 YK -6 3 0 -1 4
0 1 -4 0 -5 DV 27 1 2GS 0 -5 3RV
[Al=| 3 2 -9 2 o0 [;|Bl=]|5 3 0 6-.-=1|;|cl=|4 0O -3 q =1
5 0 2 -13 F 7 60 3 2 &8 0 6 0
3 6 4 0 7 -2 8 3 =4 0 0o 7 -2 -4 2
Desarrollando el determinante de A:
+ g
-2 0 4 -3 0 —2[0]4 -3 0 (o1t
0 B 0 —5 ofat=4-0 s L
3 2%9%2 0 3 Po|-1 2 10 P
A = &=
4 5 o s | A2 1 3
3N | 3 |0l20 0 37 \
Por Gauss-Chio Por Cofactores gu o A
+ -
-2 4 -3 0 10 I ) 40
3 2 10 =3 |i¥| -2 —10
A = Q) | 5 2 -1 3| =@)(-1) |1 |03 23
3 20 0 37 63 40 237 i
Por Gauss- Chio fn Por Cofactores - e
10 40 2 8
11 3 23 5 -1
Al = (-1)(1 =(=1)(5
4] (D) | 63 40 237 Y} | 1 —83
Por Gauss-Chio Por Cofactores

4 = 50| 5| =568 - ()

|A] = 5[-415-17 =[-2160 |
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e e A
e los determinantes (pemoctvrar 247

9.4. Propiedades d
tri
de una lfnea (fila 0 columna) de una ma
L o et eEl a la suma de dos determinantes.

u determinante es g

2 cuadrada

1. Teorema 1. Si todo:
son suma de dos términos, S

Es decir, si tenemos la matriz:
ay +a’1n 012 )

A ( a’m +a’n 022

a’11 @12

a’g1 Q22

ntos de una fila o €

14
an
'
a9y (22

I3 ”
a;; +an 212

a',Zl + 0,21” a2 2
olumna de una matriz

da multiplicado por ese

Entonces: |[A| =

Teorema 2. Si se multiplican todos los eleme
cuadrada por un mismo escalar, su determinante correspondiente que

escalar.

Vale decir:
-

ail d12
az; 022

a;; Qdi2
ag1 Qa2

a3 Qap i
a1 Qa2 ) =141 =

Teorema 3. El determinante de una matriz identidad es igual a la unidad.

En sfmbolos: |I,| =1
T ] . :
eorema 4. Si una matriz cuadrada tiene todos los elementos de una fila o columna nulos,

su determinante es igual a cero.

Significa que:
B L L
(e ) 14t

Teorema 5. Si una matriz cuadrada tiene dos filas o dos columnas iguales, su determinante

a1l 0 i
a1 0\_0

es igual a cero.

Es decir:
a b o a b o
A= as b2 as = ‘Al = | ag by ay | = 0
az bz as as by as

Teorema 6. Si en una matriz cuadrada a los elementos de una columna o fila, se le agrega
otra columna o fila previamente multiplicada por un escalar, el determinante de la nueva

matriz es igual al determinante de la matriz original.
Vale decir:

a;; a2 413 a;p a2 413
A= ay ayp a3 | = |A=|an a2 a3
ag; a3z 433 a3z @z @33
A la columna tres le sumamos « Veces la columna uno:
a;; Qg M3 + adqq a;; Q12 13 +
A = Qg1 Qg Qg3 + 02) = |A'| =| ag @y 093+ Can
az; 032 (33 +0as azy @33 + Qa3

a3

- [Af] = |A]
19
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et o
s iananmer e R
S

i
i

os filas, el valor del

Lot 2 ,

. * al
i rio, pero 1gu
i signo contrario,
inante de 1a matriz asf obtenida, es de sign
determinante Ge 12 2 g8V
determinante de la matnz original.
Significa que o an g )
| 1 3 . _
A=| an an 023 = |Al=| an 022 azs
az; Q32 @33 a3 G32 933

Permutando las dos primeras columnas:

ayy @1 @3

= |A* =
A= | 0 an @23
azp Q31 a33

i i inante de su matriz
Teorema 8. El determinante de una matriz cuadrada es igual al determinan
transpuesta.

a2 011 013 "
Qg Qo1 023 | =
azy @31 a33

En simbolos:
|4, = |AL)

2.5 Calcular el valor de los siguientes determinantes, utilizando sus propiedades:
[-2 0 3 -1 o

Ejemplo

0 .8 95 -1 0 3 0 -2
~4 0 2 - \MERY _ 02 0 -3 1
Ml=11" -3 2 0 —af; AR R BCI=| 2 05174 0
3 0 -1 4 1 0/ 23 % R0 -3 5 0 -3 -1
0 2 0 -1 3 540l 23 1\ 0 0 3 -4 0 2
Desarrollands el determinante de A:
- S [0 o1 s
—1
1 -3.950 4 —10] 4 0 2 -1
M = | 3 0 —1<gm! |12 0 4
0.2 \ 7" Dpes 019 -7 4 13
Fi +:2F; D | w3 6. -1 3
Fy+(=3)F, +Poz Cofactores
=6 # -N-—$§ 26l "TE-R A& |50 001 <o A3
4 O 2 —1 4 0 2 _1 =20 3 \\i\,‘l 21A=-3 40 \
A = 1] 9 -7 4 13| =13 |ols 5 E2 D24 (0146)+ (3+ 434 (-140)-
2 0 -1 3 2 10(-1 3 ¥ SR S et FY
Fy + F Por Cofactores
42 -1 & 25 4+ 4
[Al=-7 })3 3 5| =-=7{9 3 14} .. .|

F LS o -1 0]

1+ 20, Por Cofactores
Cs + 3C,

A= D) 9| = -7 - @ o)

|Al = —7[112-45) =
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2.4.

i 8

propiedades de los determinantes
s elementos de una lfnea (fila o columna) de una
> una matriz cuadrada

rema 1. Si todos lc
dos términos, su determinante es igual a la suma de dos determi
X W erminantes

Teo!
<on SUMma de

Es decir. si tenemos |la matriz:

g »
a +a
A = ( 11 n o G2 )

1

ah, +a’2n  ax
!

ay; 012 a’ 11 G2
!

Qg G22

odos los elementos de una fila o columna de una matriz

(1.'“ +apn’ @12

' ”
ag +on 92 a’y anm

Entonces: |A| =

Teorema 2. Si s€ multiplican t
cuadrada por un mismo escalar, su determinante correspondiente queda multiplicado por ese
escalar. A
Vale decir:
a (81
A= 11 a2 iy iAl . ay; @a2 a1 Q12
az @a2 ag) a2 a5 o

una matriz identidad es igual a la unidad.

Teorema 3. El determinante de

En sfmbolos: |In] =1
una matriz cuadrada tiene tod

al a cero.

os los elementos de una fila o columna nulos
]

Teorema 4. S
su determinante es igu

significa que:
ay 0 a 0
= = = =
% (am 0) Al ag O\ 0
Teorema 5. Si una matriz cuadrada tiene dos filas o dos columnas iguales, su determinante
es igual a cero-
Es decir:
a; by @ a, bi &
A='| ap B oo | = A= 02 - e
az b3 a3 as b3 a3

columna o fila, se le agrega

6. Si en una matriz cuadrada a los elementos de una
] determinante de la nueva

Teorema

otra columna o fila previamente multiplicada por un escalar, e
matriz es igual al determinante de la matriz original.

a;n @12 @13

=¢|A1= ag; G2 23
as; @3z 433

Vale decir:
‘ a;; a1z 413
A= ay Q22 @3
a1 Q32 433

A la columna tres le sumamos & veces columna uno:
ay; @12 ™3 + (1)
age @23 + 002

agy 033t aas

ay aiz @3+ aan

' e
A* = | a9 an aptoen | = |A*| = | en
ay agg Ggy -+ Az asy

| A%l =14l

e e




= Gi en uns Mmat

eoremna o
r‘l;tpmﬁn.ame de la matrz asi © '
d‘éu;rmm£;me de la mairZ original.
Significa QUE a; Giz 013 ) -
A= | on a2 OB = [A] =1 an
az 4Gz 633 Gy
Permutando las dos priumneras columnas:
gn ou %3} aja
AY= ax G21 a23 = f.'-lil 2 N,
az a3 433 o
Teorema 8.
transpuesia-
En sfmbolos: t
|4a] = [ 4]

Ejemplo 2.5

|

4 =|

|

Desarro

Calcular el valor de los siguientes determinantes,

ay
ag
Qa3

L+riz cuadrada se permutan des columnas o dos filas, el valor ¢

a3

ded

obtenida, es de signo contrario, pere igual en valor absolhito ;
& SUBOINLO aj

a3 =

a3y

a3

a3z | = —A

ag3

1 determinante de una matriz cuadrada es igual al determinante de su matriz

utilizando sus propiedades:

S 5 & =3 @ v LEMESP= .
o 4 0 2 1| 42 0 4, -3
PP 0, 2h/3 NO\ -2

llando el determinante de Az

; IC) =

—2 0 3SR 0] —64 -1
0o 4 0.2 -1 0| oA 2
1 3% N 4 1| P2 0
4] = | 34 0, 0P | e -7 4
Cag\ T 9 ol 2 o0 -1
i +?Fs- ‘ Por Cofactores
F,+(-3)F + =
4 0 9 -1 4 012 —1
M= 1|9 -7 4 13| =13 1013 3
0 -1 3 2 |0|-1 3
B+ B Por Cofactores
4 2 -1 +(\&2 3
M=-7 (3 3 5| =-7-|9 3 U
2 -1 3 o -1 0|
C1 +2C, Por Cofactores
C3 + 3C,

4= (D] 9, | = -TBH - ) 0)

IAl = -7 [ua - 4]

-1 0 3 0 =2
0 2 0 =3 1
2 /14 0
-3 5 0 -3 -1
0 3 4 0 2
-8
-1
—4
13
3



t ﬂ’”o:
ps” e 2 2%
a/'Zb b"'a"‘c 2b = _ba"‘b—~C 0 P
U) 20 2C C—‘(I.——b +C(;+C ‘—b—(l/——(" a["
b -0 ctath c-a-b
6’2’03
’(a+b+6) (b+0 +c) 3% 1 0
B yb+c a+¢ = b 2a 1
a . 0 b+a+c C—a—b (a+b+c) 1 -1 2b :
i c-a=b|
0 20: 2+F1
—,—(a,+b+c)2 —1 2a +2b =(a+b+c)2 {_1 ~1 92a+2b
1 c Han ¥ c—a—b
PorCofactores
_(a+bt o {-1((-1) (csa=b-11) (2a + 20)]}
= ( +b+c)2{—1l*°'+a+b'2a*2b]}=(a+b+c)2{—1(—a_b—c)}
ot b ¢t
) |a? B & —(a—0)(e C)(b—c)(b+c)(a—b)(a+b)
3 M !
ap +b as + b2 a3 + b3 a; @2 93
d) | bita by+ca b3t C3 _9|b b b3
at+bh cto c3+ 03 ¢ C2 C3
o2 a1 bed i a? G L
e)bzblacd__?b"‘b?bl
2 ¢ 1 abd = o ¢l
£ d 1 abe AN A




